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Die Bewegungsgleichungen nichtholonomer Systeme 
Von H. Schaefer 
Abstract: The equations of motion of non-holonomic-systems in v~locity .coo;di-
nates are derived in two different ways. (1) Directly by the Lagrang6'l,an pnnc'IIjJle, 
(2) by the principle of least action in the canonical form. 
I. Einleitung 
Die Theorie. dernichtholonomen Systeme von endlich vielen Freiheits-
graden hat durch die Arbeiten von Leü J ohnsen1) einen gewissen Abschluß 
bekommen. Ihm gelang es, den Bewegungsgleichungen für den allgemeinsten 
Fall nichtholonomer Bedingungen eine elegante und einprägsame Form zu 
geben. Die Arbeiten J ohnsens scheinen jedoch wenig bekannt geworden zu 
sein. Georg Hamel, dem wir eine große Reihe wertvoller Arbeiten über 
nichtholonome Systeme verdanken, hat nun in seinem unlängst erschienenen 
Buche "Theoretische Mechanik"2) eine zusammenfassende Darstellung über· 
dieses Sonderkapitel der Mechanik gegeben und dabei auch die J ohnsensche~ 
Ergebnisse mitgeteilt. " 
Beide Verfasser benutzen die Lagrangesehe Zentralgleichung zur Her-
leitung der Bewegungsgleichungen. Die Zentralgleichung gewinnt man be--
kanntlich aus dem Lagrangesehen ;prinzip, wobei man zu den virtuellen 
Verrückungen der Koordinaten noch zusätzlich Variationen der Geschwindig-
keiten einführen muß. Bei holonomen Systemen bekommt man hierdurch 
unmittelbar den Zugang zu den Variationsproblemen der Mechanik, bei 
nichtholonomen Systemen jedoch wird man zu subtilen Auseinandersetzungen 
über den Zusammenhang der jetzt durch Nebenbedingungen beengten virtuelleIl 
Verrückungen und Variationen der· Geschwindigkeiten gezwungen. So ist' 
selbst Johnsen, wie Hamel bemerkt hat, bei der Herleitung seiner Be-
wegungsgleichungen gerade an dieser Stelle ein Fehler unterlaufen. 
Es ist von vornherein klar, daß man die Zentralgleichung vermeiden kann. 
Eine solche Herleitung, die unmittelbar vom Lagrangeschen Prinzip ausgeht, 
sei im nächsten Abschnitt mitgeteilt. Da das Ziel nur die Bewegungsgleichungen 
sind, wird der charakteristische Unterschied in der Kinematik holonomer und 
nichtholonomer Systeme nur kurz gestreüt .. 
, Variationsprobleme bieten oft einen bequemen Weg, Bewegungsgleichungen 
zu gewinnen. Bei nichtholonomen Systemen bleibt dies bekanntlich ein uno 
erfüllba..rer Wunsch. Im letzten Abschnitt soll ab.er gezeigt werden, wie man " 
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung in seiner elastischsten Form, d.er' 
kanonischen, die Bewegungsgleichungen gewinnen kann durch einen Ka~ül, 
der sich von dem dex: Variationsrechnung nur wenig unterscheidet. 
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11. Herleitung der Bewegungsgleichungen aus dem Lagrangeschen Prinzip 
Man nennt ein mechanisches System von n Freiheitsgraden nichtholonom, 
wenn zwischen den Lagrangeschen Koordinaten q~ (€! = 1, 2 ... , n) nicht-
, integrable Bedingungsgleichungen 
!J.{Ql ... qn, ql ... qn, t) = 0, (1) 
_ im ganzen etwa k(A = 1 ... k, k < n), vorgeschrieben sind. Durch Einführung 
der n - k voneinander unabhängigen Geschwindigkeitsparameter w(] sollen 
diese Bedingungsgleichungen i~entisch erfüllt sein: 
q~ =F~(WI ... Wn-Tc, ql ... qn, t) . 
Es gelten dann die n - kIdentitäten 
3;01: oF~ =-:c O. 
~=10 qe ow" 
(2) 
(3) 
Nach dem Gaußschen Prinzip des kleinsten Zwanges haben die virtuellen 
Verrückungen ~qe den k Bedingungsgleichungen 
noi;. ~ "'1' ~q~ = 0 (4) 
'. ~=1 u q~ 
zu genügen, die durch Einführung der n - k voneinander uhabhängigen 
infinitesimalen Verrückungsparameter M}" identisch erfüllt werden, wenn man 
,. n-k
oF ' ' ~qQ = I ow~ ~{}" (5) 
0'==1 . a 
setzt ,und (3) beachtet. . ~ 
Der zu einem Systempunkt weisende Ortsvekter sei t, b = dt/dt die Ge-
~chwiIidigkeit, tu = db/dt die Beschleunigung und ~t die virtuelle Verrückung. 
Es gilt dann ' 
(6) 
und 
~ ot ,~ 0);) ~ ~t = ~ 8~q~ =,~ 8'"uq~. 
e=l qe ~=1 q~ 
(7) 
Im folgenden wollen wir nun alle von den q~ abhängigen Größen, in denen 
nach (2) die Q durch die w~ ersetzt worden sind, mit einem * versehen. Ferner 
machen wir ;on der syinbolischell Schreibweise 
(8} 
(9) 
(10) 
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Nach diesen Vorbereitung~n schreiben wir das Lagrangesehe Prinzip ~n: 
f dmto* . bt:* = f dsr . bt* (11) 
und denken uns bt:* nach (10) eingeführt. Wegen der freien Verfügungs-. 
möglichkeit über die b{}" entstehen die n - k Gleichungen 
dmto*·~ =K" f öb* öw" ' ( K" = f d Sf . ;;J ' (12) 
dere~ linke Seiten noch umzuformen sind.' 
Wir benutzen die unmittelbar zu überblickende Identität 
f dmto*. ö)J~ = öw" (13) 
= :t f dmu* .~:: - f dmu* . ~~: - f dmu* . [:t (~:] - ~~~] . 
Nun ist aber die in den w" ausgedrückte kinetische Energie 
T* = ~. f dmu*2, (14) 
so daß wir, mit'E~f~rung der AbkÜrzung 
F" = f dmu*' r~(ö)J*)_ö)J*l, (15) ldt öw" öD,,] 
die Bewegungsgleichungen (12) in der neuen Form 
/ . 
:t (~!:) -: ~~: - F" = K" (16) 
schreiben können. Es bleibt noch die Aufgabe, F" dUrch skalare Größen aus- , 
zudrücken. Die Glieder der eckigen 'Klammer in (15) bedeuten aber 
(17) 
und es ist 
(18) 
(19) 
. Zu beachten ist, daß auf der rechten Seite dieser Gleichung die qe nach der 
Differentiation durch die w" zu ersetzen ,sind. Nun verschwinden aber die 
eckigen Klammern der ersten· Summe rechts, was sofort an Gleichung (6) 
nachzuprüfen ist (und was auch schon von der Rerleitung der gewöhnlichen 
Lagrangeschen GleichungeD: bekannt ist), so daß dieF" die Gestalt'annehmen: 
r" =3; f dmu* . ö~ [~(ÖFe) - ÖFeJ ' 
e=l öqg dt öw" oD" 
oder 
(20) 
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, 
d Jd *. ob oT . .... . . enn m tJ o' -;- = o'~ = Pe' worm erst nach der DIfierentIatlOn nach q qe qe e 
die qe durch die Wa zu ersetzen sind. Die Pe sind die Lagrangeschen Impulse, 
ausgedrückt in qen W a , also 
" Pe = Pt (w1 ... Wn-k, ql ... qn, t) . (21) 
Führt man (20) in (16) ein, so hat man die Gestalt der Bewegungsgleichungen, 
wie sie ihnen Leif J ohnsen gegeben hat. 
Es sei noch darauf hingewiesen, daß die Gl~ichungen (19), die rein kinema-
tischer Natur sind, aufs engste mit den Hamelschen "Übergangsgleichun&,en" 
und dem Begriff der "nichtholonomen Deviation« zusammenhängen. Wir be-
t2 
gnügen uns mit der Bemerkung, daß das Integral f tJdt bei holonomen 
, /2 t1 
Systemen unabhängig vom Wege ist, wogegen 15 f tJ*dt bei nichtholonomen 
/1 ' 
Systemen von Null verschieden bleibt, wenn man mit der Operation 15 den 
übergang von einer kinematisch möglichen Ba:Qnkurve zu einer infinitesimal 
benachbarten Kurve verbindet, die zwar den virtuellen Verrückungen bqe 
erreichbar ißt, aber .nicht mehr kinematisch möglich sein kann. 
111. Herleitung der Bewegungsgleichungen 
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung 
Einen anderen, bequemen Ausgangspunkt für die Gewinnung der Be. 
wegungsgleichungen in Geschwindigkeitsparametern bietet das Prinzip aer 
kleinsten 'Wirkung in der kanonischen Form: 
• t2 n ' , ' 
15 J {2: Pe ~~e - H (PI'" Pn, ql ... qn' t) } dt = 0 . (1) 
/1 e= 1 
Wir haben hier ein Varüitionsproblem vor uns, in dem die Pe und qe un-
abhängig voneinander variiert werden. An den, Intervallenden t1 und t2 sind 
die bqe Null zu setzen. H ist die Hamiltonsche Funktion, die sich in der 
bekannten Weise aus kinetischer und potentieller Energie berechnet. Die 
Eulerschen Gleichungen dieses Variationsproblems sind die 2n kanonischen 
Bewegungsgleichungen. Nun können die Pe' weil sie sich linear durch die qe 
ausdrücken, als Geschwindigkeitsparameter aufgefaßt werden. Will man 
andere Geschwindigkeitsparameter W e einführen, so hat man die Pe als Funk-~ionen dieser W e darzustellen, also Pe = 'Pe (w1 : •• wn'. ~1 •• - qn, t). ~ann s~d 
m (1) die wund q unabhängig voneinander zu varneren. Auf diese Welse 
kann man :.B. diee drei Eulerschen Kreiselgleichungen aus einem echten 
, Variationsproblem gewinnen; die drei übrigen Gleichungen, die hierbei durch 
Variation der we entstehen, geben den Zusammenhang der (je. mit den we· .. 
Im nichtholonomen Fall müssen die Variationen bqe virtuelle Verrük. 
kungensein, und (1) verliert damit die Eigenschaft eines echten Variation~-
• problems. Bei k nichtholonomen Bedingungen (I, 1) sind Impuls \lnd EnergIe 
wieder in Abhängigkeit von den n - k Parametern W a darzustellen: 
'Pe = 'P* (Wl ••• WfI"-k, ql ••• q", t) 
, e 
H = H* (w1 ••• Wn-k, ql '" qtu t) 
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und die virtuellen Verrückungen bqe durch die n - k Parameter b{)'1> von 
denen die Variationen bw" unabhängig sind. Das Prinzip der kleinsten Wirkung 
(1) gibt dann 2(n - k) Gleichungen . 
(2a) 
a=l, ... ,n-k. (2b) 
Nimmt man zur Gleichungsgruppe (2b) die k Bedingungsgleichungen (I, I} 
hinzu, so liefern diese n Gleichungen den Zusammenhang der qe mit den w,,; 
also . 
(3) 
Es würde keine Mühe machen, der Gleichungsgruppe (2a) die Gestalt der 
J ohnsenschen Gleichungen zu geben. Die Weiterentwicklung der Bewegungs-
gleichungen (2a) im skleronomen Fall bei linearen nichtholonomen Neben-
bedingungen führt rasch zu einer sehr übersichtlichen Darstellung. 
Jetzt ist . 
n 
H=T+ lP; 2T = '2 gAeqAqll; 
",e=1 
Als Folge der Nebenbedingungen gelte für qe 
n-k 
Dann: werden 
mit 
und 
mit 
Ferner wird 
qe =Fe = '2 be~w~. 
~=1 
n-k 
pi = '2 ae~W~ 
~=1 
n 
ae~ = ]; gel bAr 
..... 1 
n-k 
2T* = 1: a",. w'" 14~ 
",,~=1 
n 
a,... =a.,.. = 1: g'lIb;.",be •. 
;',/1=1 
H* ::::= T* + lP. 
" .PA~]; gAeQ/l' 
/1=1 
(4) 
(5L . 
(6) 
(7) . 
(4) bis (7) sind jetzt in (2a) einzuführen. Wir unterdrücken die einfache 
Zwischenrechnung und stellen das. Ergebnis gleich hin: 
• n-k n-k ' 
'" .' '" R" . BH* 
,..7:1 a.,.. w~ ~,~/",~w(J w'" + o{)~ = 0 (8) . 
(. ~ I, ... , n-k) 
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mit 
n 
ß" - ~ (oae" _ o a;. ,,) b b IH - ~ "'''' ;'1' e" ;',e = 1 uq;. uqe . (9) 
Wegen der schiefen Symmetrie ß~. = - ß:I' hat 'das zweite Glied in (8) 
gyroskopischen Charakter. Bezeichnen wir es zur Abkürzung mit r: , so ist 
11-1< . }; r: (J)'r • 0, d. h. die G~samtleistung der Kräfte r: während der Bewegung 
.=1 
ist Null. 
Zusammenfassung 
Die Bewegungsgleichungen nichtholonomer Systeme in Geschwindigkeits-
koordinaten werden auf zwei verschiedene Weisen hergeleitet, einmal unmittel-
bar aus dem Lagrangeschen Prinzip, zum anderen Mal aus, dem Prinzip der 
kleinsten Wirkung in der kanonischen Form. 
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